
VI МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА ИМЕНИ ЛЕОНАРДА ЭЙЛЕРА 
Решения заданий регионального этапа 

Первый день 

1. Ученик за одну неделю получил 13 оценок (из набора 2, 3, 4, 5), среднее арифметическое 
которых — целое число. Докажите, что какую-то оценку он получил не более двух раз. 
(Н. Агаханов). 
Решение. Допустим противное. Тогда каждую из оценок 2, 3, 4, 5 ученик получил не меньше трёх 
раз. Возьмём по три оценки каждого вида. Сумма 12 взятых оценок равна 42, а всех 13 оценок — 
44, 45, 46 или 47, в зависимости от того, какова оставшаяся оценка. Но ни одно из чисел 44, 45, 
46, 47 не делится нацело на 13. 
2. Эксперту предъявили 12 одинаковых на вид монет, среди которых, возможно, есть 
фальшивые. Все настоящие монеты весят одинаково, все фальшивые — тоже, фальшивая 
монета легче настоящей. У эксперта есть чашечные весы и эталонные монеты: 5 
настоящих и 5 фальшивых. Сможет ли он за 4 взвешивания определить количество 
фальшивых монет в мешке? (О. Нечаева) 

Ответ. Сможет. Решение. Очевидно, достаточно показать, что можно за два взвешивания 
определить количество фальшивых монет среди шести данных. Назовем эти шесть монет 
неизвестными. Берем три настоящие монеты и три фальшивые, взвешиваем их с 
неизвестными. Если весы в равновесии, то среди неизвестных монет ровно три фальшивых. 
Пусть вес эталонных монет больше. Тогда среди неизвестных монет 4, 5 или 6 фальшивых. 
Возьмём пять эталонных фальшивых и одну эталонную настоящую и взвесим их с 
неизвестными монетами. При равенстве мы получаем, что среди неизвестных монет ровно 5 
фальшивых, если перевесят эталонные — 6 фальшивых, если перевесят неизвестные — 4 
фальшивых. Случай, когда при первом взвешивании перевесили неизвестные монеты, 
рассматривается аналогично, но второе взвешивание производится с 5 эталонными 
настоящими монетами и одной эталонной фальшивой. 
3. Взяли четыре натуральных числа. Для каждой пары этих чисел выписали их наибольший 
общий делитель. Получились шесть чисел: 1, 2, 3, 4, 5, N, где N > 5. Какое наименьшее 
значение может принимать число N? (О. Дмитриев) 

Ответ. 14. Решение. Число N может равняться 14, как показывает, например, четвёрка чисел 4, 
15, 70, 84. Осталось показать, что N  14. 
Лемма. Среди попарных НОД четырёх чисел не может быть ровно двух чисел, делящихся на 
некоторое натуральное k. Доказательство. Если среди исходных четырёх чисел есть не больше 
двух чисел, делящихся на k, то среди попарных НОД на k делится не более одного. Если же три 
из исходных чисел делятся на k, то все три их попарных НОД делятся на k. 
Применяя лемму к k = 2, получаем, что число N чётно. Применяя её же к k = 3, k = 4 и k = 5, 
получаем, что N не делится на 3, 4 и 5. Значит, N не может равняться 6, 8, 10 и 12. 
Комментарии. Только ответ: 0 баллов. Только ответ с примером: 1 балл. Оценка без примера: 
3 балла. 

4. На стороне AC треугольника ABC выбрана точка D такая, что BD = AC. Медиана AM 
этого треугольника пересекает отрезок BD в точке K. Оказалось, что DK = DC. Докажите, 
что AM+KM = AB. (С. Берлов) 

Решение. Обозначим через L точку, симметричную K относительно M. Тогда 
AD = AC – CD = BD – DK = BK = CL. 

Поскольку углы BDA и ACL равны как соответственные, а BD = AC по условию, треугольники 
BDA и ACL равны по двум сторонам и углу между ними. Отсюда AB = AL = AM+ML = AM+KM. 
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